
TEOREM ES DE KOEBE I DE BIEBERBACH 

I. COi\lPARACIÓ ENTRE ELS RADIS DE DOS RECI NTES, 

UN DELS QUALS ÉS IKTERIOR A L'ALTRE 

La introducció del concepte del radi d 'un recinte ens 
permet simplificar notablement i exposar en forma siste
matica, sense necessitat d'utilisar les funcions de Green, 
algunes propietats demostrades incidentalment en les in
vestigacions de Koebe, que hem d'utilisar sovint . 

Es diu que un recinte g és dins d'mi altre G, o que 
g ~ G, quan tots els punts de g estan en G i aq1-test conté 
punts que no són en g. 

Considerem els radis d'un punt O interior a g i per 
tant a G. Es facil veure que el radi R de O respecte a G 
és mafor que el radi r de O respecte a g. En efecte: al 
transformar G en C en el pla z' per exemple, els punts 
del transformat de g formen un recinte interior a C,., que 
anomenarem g'. Considercm pcr altra part Cw transíormat 
de g' en el pla de w. Aplicant ara a la con-espondencia 
entre z i w el lema de Schwarz, es tindra dins de C,0 , 

\wl<lzl . 
Posant w=<p(z) aplicant la desigualtat anterior a 

l' origen, resulta 
icp'(o) l> r 

Tenint aixó en compte, la igualtat 

~wl=lª~l ldz'I z dz dz o o 
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es converteix , en virtut del valor de radi d'un recinte, en 
aquesta desigualdat 

I I 

-;; > l~ 

la qual demostra la proposició. 

2 . LIMITACIÓ DEL RADI D'UN RECINTE ShIPLEMEKT 

CONEX I o'uNA l'ULLA (KOEBE) 

Imaginem un pw1t O interior a un recinte en les con
dicions de l 'enunciat; sigui d la seva mínima distancia al 
contom i D la maxima, la qual pot no tenir límit finit. 

D'aquesta limitació de distancies al contornes dedueix 
una altra limitació de radis. En efecte: el recinte més 
extens que es pot imaginar en un pla, tal que la seva 
menor distancia a w1 punt O sigui d és el determinat per 
un tall arbitrari del pla el vertex del qual disti d de O i 
que per l'altrc costat s'estengui indefinidament. Així ma
teix, aquest recinte esta inclós en el pla de dues fulles del 
qual el tall sigui la linia de pas d'una fulla a l'altra. El 
pla doble es fara simplement conex, v. g ., per un tall 
segons la direcció de d i que s'estén des del seu vertex 
indefinidament. Imaginem que el pla primitiu constitueixi 
la fulla superior, i que el tall esmentat del pla de dues 
fulles estigui en la fulla inferior. Del pla doble es passa al 

• scmipla mitjarn;:ant la transformació w= y:;. La direcció 
del tall es pendra com a eix de les x i d 'aquesta manera 
apareix el semipla transformat contenint en son interior 
el pla primitiu. Les coordenades primitives del punt O són 
d com a radi vector i r 8o0 com a argument. Les seves 

4-
transformades són y di 45°. ;El radi pera aquest punt val 

8dsen 45°=4-vzd. 
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Per tant , en virtut del teorema anterior, el radi de O 
en el recinte donat no sera major que aquest. Per altra 
part, tra~ant una circumferencia de centre O i radi d es 
forma m1 recinte interior al donat, i, com que el seu radi 
és evidentment d, resulta que, anomenant p el radi O en 
el recinte donat, 

d<p<4vzd. 

Hem pres per a p un límit superior suficient per al 
nostre objecte, valent-nos d'un recinte auxiliar molt senzill; 
pero hom pot trobar límits superiors un xic més petits de 
la mateixa forma lid. El menor de tots el valors possibles 
de h s'anomena constant de Koebe. (*) 

3. Lli\1ITACIÓ DEL RADI EN ESTAR LA DISTANCIA 

DE Ü AL CO>1TORN COi\lPRESA ENTRE UN )'.[t\XIM I 

MÍNDI lCINITS (KOEBE) 

Sigui a el primer i }. a el segón (), < r). El do ble cercle 
de radi a compcnclra. evidentment el recinte donat. Amb 
un tall apropiat, v. g ., en la fulla inferior, es fara simple
ment conex el doble cercle. Podem pendre la linia de 
tra.nsit d'una fulla a l'altra arrancant del punt A del con
torn, la distancia del qual al punt considerat O és ),a. 

El valor del radi en O per al doble cercle és (Confe
rencia II, § 6), 

20 
r,=--- a; 

I +1, 

com que la fracció és inferior a r, 

2y1 
la<r,<--.- a<a . 

I +A 

(*) Nom proposat per Osgood. La seva determinació numérica exacta no 
és facil. 
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Resulta, dones, p inferior constantment no sols a a 
(conseqüencia evident del § r) sinó inferior a número fix 
menor que a. 

Encara que el recinte donat omplís el cercle de radi a 
per complet, mentre comprengués el seu contorn ·111 punt 
a menor distancia, es compliría la desigualtat anterior. 

4. T EOREMA DE LA DEFORMACIÓ DEL CONTORN (KOEBE) 

Sigui un cercle Cq, de radi q en el pla de la variable z 
i considerem el conjunt de totes les funcions analítiques 
regulars w=f(z) dins de Cq, tals que amb elles es transformi 
Cq, en un recinte simplement conex d'una fulla amb les 
condicions següents 

f(o)=O f'(o) =I. 

La funció pendra evidentment la forma següent, per
fectament definida dins de C

9
, 

w= z+ azz + bz3 + .... 
Teorema. El recinte transformat de Cq, conté un cercle 

fix C,: de radi r. 2.6
n El recinte trans/or·mat d'un cercle fix 

lzl<qt <q esta contingut en un cercle de radi determinat R 
independent de w. 

La demostració que segueix té dues parts. 
Primera part: La transformada en w de Cqz {ncloit C, 

essent r>o. En efecte: sigui d la mínima distancia al 
contorn de Ow transformat de l'origen O, centre de Cq,· 
Segons el que s'acaba de demostrar en (2) 

d< p<ltd 

essent h la constant de Koebe. Ara, el radi de O'" és evi
dentment q. Tenim, dones 

d < q< lui 
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d'aquí 

Segona pa1't: Q11,alsevulga que sigui la /unció w, per a 
tot Cq;: inte1'io1' a C9• la transformada és interior a 1-ma 
circitnijerencia, el radi R de la q11al no depen de la junció 
w=/(z) , sinó sols de 1:. En efecte: sigui S el transformat 
de C, i O,. l'homoleg del centre i origen O, . Sigui dw la 
mínima distancia de O,., al contorn de S, la qual, segons 

I 
90 que s'acaba de dir, sera major que I· Per altra part, 

és evident que d,,,<r. Consideri's ara un recinte format 
pe) pla doble, en que es deixa arbitraria la linia de transit, 
pero que es fa simplement conex amb un tall rectilini en 
la fulla inferior, per exemple, a partir del punt r. Es evi
dent que S quedará tot ell indos dins d'aquest recinte. 
Mitjan9ant una transformació ja coneguda, es pot passar 
del doble pla a Cw'· Sigui S' el transformat de S, el qual 
anira indos en Cw'· En la correspondencia conforme entre 
les z i les w', la transformada de Cz quedara dins de C'", . 
El lema de Schwarz condueix per a 

a 
lw'l < 't. 

Per tant, en el pla w, tota transformada Sw del cerde 
cq-:,r de radi 't < I és inclosa en el transformat de c,w'. 

Examinant la funció que realisa la correspondencia 
entr(' w i w' es fa pales que a Cq-.w' correspon una curva 
en el pla w la distancia de la qual al centre és inferior a 
cert límit l( que <lepen de t exclusivament. 

Es facil estendre el teorema de c. a C
9
,; cal només 

multiplicar per q els móduls en totes les representacions, 
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rcsultant aleshores els recintes trar.sformats del cercle Cq,; 

dins d'un cercle de radi Kq. 
Prenent com a recinte auxiliar el pla doble amb el tall 

r+-r• 
ro::, el valor que resulta per a E és 2 -(- - ). 

I-t • 

5. TEOREMA DE L 'AREA ~!ÍXIMA (BIEBERBACH ) 

Al transformar Cq, per una funció de la forma 

s'ha demostrat que el modul d de la transformada estava 
compres entre un límit inferior major que q i un altre dt> 
superior; d<q<lld. 

Suposant els plans w i z de manera que es correspon
guin els origens i els eixos de les guantitats reals, la 
transformada de Cqz entrara dins de Cq, i part d'ella ma
teixa quedara fora de C

9
z . 

Vejam les arees deis dos recintes conesponents. 

A rea de C9, = f 1 J.'"r dr d<p = ;:q• . 

Per a obtenir l'area de la transformada caldra només 
multiplicar els valors de r i dr pel modul de la dilatació 
lf'(z)I ja que es tracta de representació conforme. 

Areaw = i qJ:2 

.. r j/'(z)j'drd<p. 

Sigui¡ la conjugada de / obtinguda canviant i per -i. 
Es tindra designant per IX¡ el valor absolut de a¡: 

f'(z)=I + 211,z+ 3a3z' + . . . . 

i' (z) = I + za: z + 3a; z2 + ... . 
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d'on 

11' (z) 12= I + 4oc!r' + 9oc; r 4 + . .. . 
+ za. e'l-i + 3a3 e29; + ... . 
+ 2a2c-'f'i + 3a3e-2'fi+ . .. . 

essent q> l'argument de z . Aquestes potencies de e?1 a l'in
tegrar entre O i 27t desapareixen i queda 

Areaw =11:q2 + 2;.oc: q4 + 3r.oc; q5 + .... > ¡¡q•. 

D'on se dedueix que la transformada té una a.rea 
se1npre niajor que la del cercle primitiu. A l'inrevés, wia 

vegada hagim demostrat !'existencia d'una funció que 
transforma un recinte qualsevulga simplement conex en 
un cercle (problema de Riemann), la junció buscada sera 
la que f aci mínima l' area del recinte transfonnat. 

Per a trobar, dones, la representació d'una a.rea damunt 
del cercle es podra operar aproximadament mitjarn;ant 
funcions de la forma polinomia 

z=w+a,w•+a3wJ+ ... . 

en que el nombre de coeficients és finit que es deter
minen per la· condició d'ésser 

J Jlz'l2rdr dq>= mínim. 




